




















HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DES POINTS DE HEEGNER
GUILLAUME RICOTTA - THOMAS VIDICK
Abstrat. The asymptoti behaviour of the Néron-Tate height of Heegner points
on a rational ellipti urve attahed to an arithmetially normalized new usp form
f of weight 2, level N and trivial harater is studied in this paper. By Gross-Zagier
formula, this height is related to the speial value at the ritial point for the derivative
of the Rankin-Selberg onvolution of f with a ertain weight one theta series attahed
to some ideal lass of some imaginary quadrati eld. Asymptoti formula for the rst
moments asoiated to these Dirihlet series are proved and experimental results are
arefully disussed.
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2 G. RICOTTA - T. VIDICK
1. Desription de la problématique
L'étude alulatoire systématique de la hauteur de Néron-Tate des points de Heegner
sur diérentes ourbes elliptiques montre de grandes disparités. Si l'on onsidère deux
ourbes elliptiques de même onduteur N alors les points de Heegner sur es deux
ourbes sont l'image des mêmes points spéiaux de la ourbe modulaire de niveau N
notée X0(N) par la paramétrisation modulaire et on s'attend don à e que leurs hauteurs
soient dans le même rapport que les degrés de es paramétrisations. Cependant, la gure
1 montre que le omportement des hauteurs est très irrégulier : même si les ourbes 37A
et 37B (dans la notation de Cremona ([Cr℄)) ont le même onduteur et le même degré,
les points paraissent légèrement plus gros sur la 37B que sur la 37A.
Nous allons montrer que l'intuition se vérie asymptotiquement : à onduteur xé
1
,
la moyenne sur une ertaine sous-lasse de disriminants de la hauteur des points de
Heegner est proportionnelle au degré.
Pour ela, nous allons proéder à partir de la formule de Gross-Zagier ([GrZa℄) et
raisonner sur les séries de Dirihlet et les fontions L en nous servant prinipalement
d'un résultat de H. Iwanie ([Iw℄).
Remeriements. Les auteurs remerient haleureusement H. Darmon pour leur avoir
suggéré ette problématique et pour ses nombreux onseils et enouragements. Ce travail
a été réalisé à l'oasion d'un stage d'études à MGill University (Montréal) pour le
seond auteur et d'un stage post-dotoral à l'Université de Montréal (Montréal) pour
le premier auteur. Les exellentes onditions de travail oertes par es deux institutions
ont fortement ontribué à la réalisation de et artile. Le premier auteur a largement
proté de la générosité et des onseils Mathématiques avisés de A. Granville lors de son
stage post-dotoral.
2. Préliminaires
Soit E une ourbe elliptique dénie sur Q. Supposons pour simplier que son on-
duteur N est sans fateurs arrés et onsidérons l'ensemble
D := {d ∈ Z∗−, µ(d) = , d ≡ ν mod N, (ν, N) = }
de disriminants. Pour d dans D, notons Hd le orps de lasse de Hilbert du orps
quadratique imaginaire Kd := Q(
√
d) et souvenons-nous que Gd := Gal(Hd|Kd) est
isomorphe au groupe de lasses de Kd de ardinal le nombre de lasses hd. Soit X0(N)
la ourbe modulaire de niveau N lassiant les paires de ourbes elliptiques (E1, E2)
reliées par une isogénie ylique de degré N . Une desription analytique sur C de ette
ourbe est donnée par le quotient du demi-plan de Poinaré omplété H ∪ (Q ∪ {∞})
par l'ation par homographies du groupe de ongruene Γ0(N).
1
Toutefois, nous prendrons soin de garder expliite toute dépendane en le onduteur N de la
ourbe.
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Fig. 1  Comportement des points de Heegner sur les ourbes 37A et 37B
Dénition 2.1. Un point de Heegner de niveau N et de disriminant d est un ouple
ordonné (E1, E2) de ourbes elliptiques muni d'une isogénie ylique de degré N tel que
E1 et E2 aient multipliation omplexe par l'anneau des entiers Od de Kd.
Fixons une fois pour toute une raine arrée sd de d modulo 4N et désignons par nd










À sd xé, l'ensemble des points de Heegner de niveau N et de disriminant d est en
bijetion ave le groupe de lasses de Kd au sens suivant : si [a] est l'élément du groupe
de lasses de Kd assoié à l'idéal entier primitif a de Od alors (C/a,C/and−1) est un
point de Heegner de niveau N et de disriminant d. Le point du demi-plan de Poinaré





où (A,B,C) est la forme quadratique de disriminant d orrespondant à [a] et où N | A
et B ≡ sd mod 2N .
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Dénition 2.2. Un point de Heegner de niveau N et de disriminant d sur E est l'image
par la paramétrisation modulaire ΦN,E : X0(N)→ E d'un point de la forme
(E1, E2) = (C/a,C/and
−1),
où a est un idéal de l'anneau des entiers Od de Kd.
Notons Pd = ΦN,E ((E1, E2)), e point ne dépend que de la lasse de a dans le groupe
de lasses de Kd (une fois E et d xés). Notons également Trd =TrHd|Kd(Pd). Les points
de Heegner sont dénis sur E(Hd) et sont permutés par Gd ([Gr℄).
Si R est un orps de nombres alors hˆR(P ) désigne la hauteur de Néron-Tate (omme
dénie dans [Si℄, VIII.9) prise sur R du point P à oordonnées dans R. On rappelle que
si S est une extension de degré ni de R alors hˆS(P ) = [S : R]hˆR(P ). Le but de et
artile est d'étudier la valeur en moyenne, sur les d dans D des deux objets suivants :
 hˆHd(Pd), hauteur de Néron-Tate sur Hd d'un quelonque des hd points de Heegner
dénis i-dessus. Puisque hˆHd est invariante sous l'ation de Gd, ette hauteur est
indépendante du point hoisi,
 hˆKd(Trd), hauteur de Néron-Tate de la trae sur Kd d'un quelonque des points de
Heegner Pd dénis i-dessus.
B.H. Gross et D. Zagier ([GrZa℄) ont relié hˆHd(Pd) à la valeur de la dérivée en 1 de la
série de Dirihlet obtenue en eetuant le produit de la fontion L de Dirihlet assoiée





de onduteur |d| du orps Kd (le aratère de



















où pour tout entier naturel non-nul n, rd(n) désigne le nombre d'idéaux prinipaux de
Kd de norme n.
Théorème 2.1 (B.H. Gross-D. Zagier (1986)). Si E est une ourbe elliptique dénie





L′(E|Kd, 1) = 2ΩE,N
u2
√−dhˆKd(Trd)(2.3)
où L(E|Kd, s) est la fontion L de E sur le orps Kd, 2u est le nombre de raines de
l'unité de Kd et ΩE,N = Im(ω1ω¯2) est le volume omplexe de E ('est-à-dire le double
de l'aire d'un parallélogramme fondamental de E(C)).
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Nous rappelons nalement la relation évidente






entre nos deux objets d'étude (< ·, · >Hd désigne la forme bilinéaire de Néron-Tate sur
Hd). Le troisième terme représente l'angle formé par les points de Heegner entre eux et
il sera intéressant de l'analyser (voir paragraphe 5).
3. Les traes
3.1. Mise en plae. Il est ii néessaire de raisonner selon le rang de la ourbe E. En
eet, soit L(E|Q, s) :=∑n>1 ann−s sa série L sur Q dénie a priori sur ℜ(s) > 32 . Selon
les travaux de A. Wiles et de R. Taylor ([Wi℄ et [TaWi℄), il existe une forme primitive
uspidale f de niveau N , de poids 2 et de aratère trivial telle que
L(E|Q, s) = L(f, s)










Γ (2− s)L(E|Q, 2− s)
où ω = ±1 est une valeur propre d'Atkin-Lehner de f . Dénissons pour tout disriminant
d dans D la fontion L de E sur Q tordue par χd sur ℜ(s) > 32 par
















Γ (2− s)L(E|Q × χd, 2− s)
où ωd := ωχd(−N) = −ω (voir [IwKo℄). Ave es notations, la fatorisation
(3.1) L(E|Kd, s) = L(E|Q, s)L(E|Q × χd, s)
est valide (voir [Da℄) d'où
L′(E|Kd, 1) = L′(E|Q, 1)L(E|Q × χd, 1) + L(E|Q, 1)L′(E|Q × χd, 1).
Ainsi, l'étude de la hauteur des traes des points de Heegner en moyenne sur les dis-
riminants d dans D est ramenée à l'étude de la valeur au point ritique des fontions
L tordues lorsque E est de rang analytique 1 et à l'étude des dérivées au point ritique
des fontions L tordues lorsque E est de rang analytique 0 ar alors ω = +1.
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3.2. Courbes de rang analytique 0. Rappelons le théorème obtenu par H. Iwanie
dans [Iw℄. Avant ela, xons une fois pour toutes les deux notations













Théorème 3.1. Si E une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs
arrés et de rang analytique 0 et F est une fontion lisse à support ompat dans R+
















pour tout ε > 0 où
(3.4) αN := cNL(1)
∫ +∞
0
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e qui permet de retrouver l'expression de L donnée dans le théorème en fontion du






dans tout le plan omplexe a été prouvée par Shimura dans [Sh℄
et que le produit Eulérien P(s) est absolument onvergeant sur ℜ(s) > 34 et y dénit
une fontion holomorphe.





au bord de la bande ritique
est reliée au degré de la paramétrisation modulaire ΦN,E : X0(N) → E de E (f. [Wa℄










où cE(N) est la Γ0(N)-onstante de Manin de E qui est un entier relatif uniformément
borné ([Ed℄). Ii, on utilise le fait que N est sans fateurs arrés à deux reprises :
 les fontions L du arré symétrique de E motivique et analytique oinident ar
il n'y a pas de termes orretifs en les nombres premiers dont le arré divise le
onduteur N ,
 lorsque E est une ourbe de Weil X0(N)-forte et N est impair, la onstante de
Manin vaut ±1 selon les travaux de A. Abbes et E. Ullmo ([AbUl℄) alors que J.




Remarque 3.3. Il semblerait que quelques petites erreurs de frappe dans αN (et en
fait dans cN et L) se soient glissées dans [Iw℄. La valeur donnée ii est orrigée.
Remarque 3.4. Dans [Iw℄, la dépendane en le onduteur N de la ourbe dans le terme
d'erreur n'est pas expliite. Cependant, il sut de reprendre les diérentes majorations
pour restituer elle-i.
Corollaire 3.2. Si E est une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs











































Cei est faux si E n'est pas forte : [0, 1, 1, 0, 0] a une X0(11)-onstante de Manin égale à 5.
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pour tout ε > 0 où C
(0)
Tr











en notant LE un produit de fateurs loaux orrespondant aux fateurs Eulériens de
















Preuve du orollaire 3.2. Il sut d'appliquer la formule de Gross-Zagier (2.3) et de




t sur [0, 1] et 0 en
dehors de et intervalle. Le orollaire déoule alors de (3.1).


















)−1× L(E|Q, 1)LE × γ(4N)N2 deg(ΦN,E)
et est don proportionnel au degré de la paramétrisation modulaire. Par ontre, si N =
Y a ave 0 < a < 123 alors le deuxième terme de (3.6) est du même ordre de grandeur











C'est la prinipale raison pour laquelle nous avons rendu expliite la dépendane en le
onduteur N de la ourbe dans le terme d'erreur. Il serait aussi intéressant d'étudier
l'inuene des valeurs extrémales de L(E|Q, 1) sur la moyenne des hauteurs des traes
des points de Heegner. Malheureusement, ela ne semble pas vériable numériquement
étant donné le temps de alul néessaire par les algorithmes à utiliser.
Le produit Eulérien P(s) varie peu. En eet, si l'on eetue un développement limité
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Finalement, les termes importants sont le degré de la paramétrisation modulaire, la
valeur de la fontion L de la ourbe au point ritique 1 ainsi que le onduteur qui


















0.0018 · Y 3/2 · log Y
26B
0.0050 · Y 3/2 · log Y
Fig. 2  Hauteur des traes en moyenne sur les ourbes 26A et 26B : pratiques et
théoriques.
divisent le onduteur ont un rle déisif et les hauteurs des traes ont alors tendane
à être plus ou moins grandes suivant que E a rédution multipliative déployée ou non-
déployée en es nombres premiers. Cette inuene se voit très bien dans le as des deux
ourbes de onduteur 26 (de rang analytique 0) dont les paramétrisations modulaires
ont même degré 2 alors que les traes sont presque trois fois plus grosses sur la 26B que
sur la 26A. Cei s'explique analytiquement par le fait que 26 est divisible par 2 et que la
26A a rédution multipliative déployée en 2 alors que la 26B a rédution multipliative
non-déployée. Cei induit un fateur 3 entre les produits pour les nombres premiers p
divisant le onduteur de es ourbes des fateurs Euleriens de leur fontion L en p.
La gure 2 illustre ette diérene de omportement. On voit également que la ourbe
représentant la somme des hauteurs des traes est très prohe de la ourbe théorique
même si elle est relativement irrégulière. Rappelons que 0.0018 et 0.0050 sont les valeurs
10 G. RICOTTA - T. VIDICK
numériques de la onstante C
(0)
Tr
apparaissant dans le orollaire 3.2 pour les ourbes 26A
et 26B.
3.3. Courbes de rang analytique 1. Lorsque l'on onsidère une ourbe de rang 1,
on est amené à estimer la moyenne des valeurs en 1 des fontions L tordues et non de
leurs dérivées.
Théorème 3.3. Si E est une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs
arrés et de rang analytique 1 et F est une fontion lisse à support ompat dans R+
et de moyenne stritement positive alors∑
d∈D














pour tout ε > 0 où αN est dénie en (3.4).
Idée de preuve du théorème 3.3. Il n'est pas diile d'adapter la démonstration de
[Iw℄ à e as. En reprenant les notations de l'artile, il sut de remplaer la fontion
V (X) dénie au paragraphe 4 page 369 par la fontion
















X , qui déoule de l'inégalité de Hölder et d'une estimation
des an tient toujours, et ainsi les majorations suessives eetuées dans la démonstra-
tion ne posent pas de problème. La seule diérene notable vient à la page 374 lors du







et il n'apparaît pas de terme en logX.

On en déduit omme pour le rang 0 le orollaire suivant.
Corollaire 3.4. Si E est une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs
























et non de son inverse.
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pour tout ε > 0 où C
(1)
Tr











où cN est dénie en (3.3), LE en (3.7) et P en (3.5).

















)−1× L′(E|Q, 1)LE × γ(4N)N2 deg(ΦN,E)
et est don proportionnel au degré de la paramétrisation modulaire.
Remarque 3.7. Il est intuitivement étonnant que les traes en moyennes des points de
Heegner sur une ourbe elliptique E sont asymptotiquement plus grosses par un fateur
logarithmique si le rang de la ourbe elliptique est minimal.
Les deux ourbes elliptiques de onduteur 91 ont même rang 1 et on a représenté
sur la gure 3 les hauteurs des traes Trd sur es deux ourbes ainsi que la ourbe
théorique donnée par le orollaire i-dessus. On onstate que les ourbes sont beauoup
plus irrégulières que dans le as du rang 0 (gure 2) même si elles suivent la ourbe
théorique de très près. La gure 4 illustre les diérenes de roissane des hauteurs des
traes sur les ourbes 37A (rang 1) et 37B (rang 0). On remarque que le omportement
est très irrégulier. Cei est en partie dû à la division par Y 3/2 qui rend les irrégularités
plus apparentes que dans la gure 2. De plus, pour la ourbe 37A de rang 1, il arrive
fréquemment que la trae soit nulle e qui asse la moyenne. Il est onjeturé que la
proportion d'annulation de L(E|Q × χd, 1) (e qui orrespond aux as de trae nulle
selon la formule de Gross-Zagier et la onjeture de Birh et Swinnerton-Dyer) tend
vers 0 lorsque le disriminant tend vers l'inni4 mais ela ne se voit pas dans l'éhelle
de disriminants étudiée.
4. Estimation asymptotique de la hauteur des points de Heegner
Nous démontrons une formule asymptotique pour les hauteurs des points de Heegner
Pd semblable à elle que nous avons donnée pour les traes. Soient E une ourbe ellip-
tique dénie sur Q, de onduteur N et L(E|Q, s) := ∑n>1 ann−s sa fontion L (de
rang analytique quelonque). On s'intéresse à la valeur moyenne des dérivées en 1 des
séries de Dirihlet Ld(E, s) dénies par (2.1).
4
Le type de symétrie de ette famille de fontions L est orthogonal impair.
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Théorème 4.1. Si E est une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs
arrés et de rang analytique quelonque et F est une fontion lisse à support ompat

















(4.1) Error = Oε
(





pour tout ε > 0 et où
α˜N := cN L˜(1)
∫ +∞
0






























0.0011 · Y 3/2
91B
0.0020 · Y 3/2
Fig. 3  Hauteur des traes en moyenne sur les ourbes 91A et 91B.



















Fig. 4  Hauteur des traes en moyenne sur les ourbes 37A et 37B.
























Remarque 4.1. À onduteur N xé, il semble que l'on obtienne un développement
asymptotique du premier moment par rapport à Y à un seul terme et non à deux termes
omme dans le Théorème 3.1 de H. Iwanie. Cependant, les résultats numériques dérits
dans la dernière partie du paragraphe 5 et notre intuition analytique nous permettent
de onjeturer que
Error = oε(NY ).
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Pour pouvoir prouver ela, il faudrait notamment être en mesure de déterminer le om-









pour tous nombres réels stritement positifs U , V et toute suite de nombres omplexes
(au,v)16u6U
16v6V
(se reporter également en page 26). Les auteurs projettent de s'intéresser
dans un avenir prohe à e type de moyennes qui sont en réalité un as partiulier de
quantités beauoup plus générales. En outre, il ne fait auun doute que la dépendane










peut être améliorée en étant plus soigneux mais une
roissane au plus polynomiale en le onduteur nous sut.
Preuve du théorème 4.1. B.H. Gross et D. Zagier ([GrZa℄) ont prouvé que la série
de Dirihlet Ld(E, s) dénie a priori sur ℜ(s) > 32 admet un prolongement holomorphe
à C et satisfaisait l'équation fontionnelle
∀s ∈ C, Λd(E, s) = −χd(N)Λd(E, 2 − s)
où Λd(E, s) := (N |d|)s ((2π)−sΓ(s))2 Ld(E, s) est la série de Dirihlet omplétée. Re-
marquons que omme d est un arré modulo N , le signe de l'équation fontionnelle
vaut −1 d'où Ld(E, 1) = 0. Cei va nous permettre d'exprimer L′d(E, 1) en terme de
deux sommes onvergeant exponentiellement vite en suivant une proédure analytique






































On déplae la ligne d'intégration jusqu'à ℜ(s) = −3/4 roisant un unique pole en s = 0
de résidu égal à L′d(E, 1) puis on revient en s = 3/4 par le hangement de variables
s 7→ −s. L'équation fontionnelle entraîne alors que







et en partiulier que
L′d(E, 1) = 2Ad(E, |d|N).
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pour tout entier naturel j. Posons








Comme d est dans D, d est un arré modulo 4 et est premier à 4 don d est ongru à 1
modulo 4. Ainsi, Od = Z+ 1+
√
d
2 Z et un alul élémentaire montre que
rd(n) = #
{
(u, v) ∈ (N∗ × Z) ∪ ({0} × N) , u2 + |d|v2 = 4n} .
On observe que si n est un arré alors (2
√
n, 0) est une solution de l'équation i-dessus
alors qu'il n'existe pas de solutions de la forme (0, ∗) e qui prouve que
rd(n) = 1+#
{




rd(n) > # {d ∈ D, Y ≪ |d| ≪ Y } ∼Y→+∞ CY
pour une onstante absolue C > 0. Si n n'est pas un arré alors rd(n) = r
′
d(n). Dans
haun des as, si (u, v) est une solution ontribuant à r′d(n) pour un d inférieur à Y
dans D alors u 6 2√n et à haque tel u orrespond au plus deux ouples (d, v) (ar d























































Au ours de ette preuve, TPi désignera la quantité d'où provient la ontribution prinipale et Erri
un terme d'erreur.
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· · · := Error + Err3
pour toute fontion ψ positive et tendant vers 0 en +∞. Les estimations (4.2) et (4.3)
assurent que








































La première somme est estimée par O (log (NY ψ(NY ))) alors que la deuxième est triv-


















Ainsi, on a prouvé que Error ≪ NY (ψ(NY )) 34 (log (NY ψ(NY ))) 12 . De la même manière,






























pour tout ε > 0. Une intégration par parties assure que










et on hoisit alors ψ(x) := (log x)a ave 2ε < a < 23 de sorte que Err3 = o(Error) et que
Error ≪ (NY )(log (NY )) 3a4 + 12 = o((NY ) log (NY )).
Contribution du terme prinipal TP1. Déterminons le omportement asymptotique
de TP1 en appliquant une méthode développée dans [Iw℄ :
 la ondition d sans fateurs arrés est supprimée en introduisant
∑
a2|d µ(a) puis
la somme est oupée selon la taille des diviseurs a de d (a 6 A et a > A) sahant
que l'on revient à des disriminants sans fateurs arrés dans le as des grands
diviseurs ;
 pour tout entier m = m1m
2
2 ave (m1m2, N) = 1 et m1 sans fateurs arrés, remar-
quons que χd(m) = χd(m1) si (m2, d) = 1 (et 0 sinon) puis que le développement
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où N est l'inverse de N modulo m1 et εm1 est le signe de la somme de Gauss de
χ.(m1).
La ontribution prinipale provient alors du terme r = 0 pour lequel χ0(m1) vaut 0 si
m1 > 1 et 1 sinon. En résumé,





































































































D′ := {d ∈ Z∗−, d ≡ ν mod N, (ν, N) = }.
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pour tout ε > 0.








réel ε > 0 et déoupons Err4 selon que la sommation en r est restreinte par
1 6 |r| < ∆m1  Err6,
∆m1 6 |r| < m1
2
 Err7.
On estime Err7 en bornant la somme sur les disriminants grâe au lemme 2 page 372
de [Iw℄ puis trivialement la somme en n et m e qui entraine que

















où γ(4N) est le ardinal de l'ensemble des lasses d'équivalene de D′ modulo 4N . On










Contribution du terme prinipal TP2. Intéressons-nous au terme prinipal TP2 et
plus préisément à la somme sur les disriminants intervenant dans ette somme. Pour
ela, on note D′(4N) l'ensemble des lasses d'équivalene de D′ modulo 4N et on se



























F (∣∣∣∣a2qd0Y + t
∣∣∣∣) e( Y ℓ4Na2q t
)
dt.
On isole alors le terme ℓ = 0 et on eetue deux intégrations par parties pour haque
terme ℓ 6= 0 an de rendre absolument onvergente la série en ℓ (il ne reste pas de termes




























































































et que le produit Eulérien intervenant dans la fontion L est absolument onvergeant sur
ℜ(s) > 34 et y dénit une fontion holomorphe. En déalant le ontour jusqu'à
(−14 + ε)
pour tout ε > 0, on ne roise qu'un ple en s = 0 e qui prouve que









Bilan et hoix des paramètres. On a prouvé que
SN (Y ) = α˜NY log Y + β˜NY +Oε
(




























































e qui ahève la preuve.

Appliquons nalement la formule de Gross-Zagier (2.2) pour obtenir une estimation
asymptotique de la hauteur en moyenne des points de Heegner de la même forme que
elle que l'on avait obtenue pour les traes.
Corollaire 4.2. Si E est une ourbe elliptique rationnelle de onduteur N sans fateurs





































pour tout ε > 0 et où C
P
































































et le orollaire préédent semble alors nous munir d'un développement asymptotique à
deux termes de la hauteur en moyenne des points de Heegner.
Remarque 4.3. En remplaçant cN et L(Sym














Ainsi, ontrairement à la onstante C
Tr
intervenant lorsque l'on onsidère les traes, à
onduteur xé C
P
ne dépend que du degré de la paramétrisation modulaire, puisque le
produit Q(N) ne dépend que de N . Par ontre, lorsque l'on varie le onduteur, il n'y














Le produit Eulerien Q(N) est don ompris entre 1 et 2, et il joue un relativement faible
rle dans l'expression de C
P











Le terme prinipal, du moins si l'on s'intéresse à des valeurs asymptotiques du ondu-




onjeture du degré (f. [Mu℄ et [De℄ page 35) qui est équivalente à une des formes de
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la onjeture ab, on aurait deg(ΦN,E)≪ε N2+ǫ pour tout ǫ > 0. Comme γ(4N)≪ N ,
ela donne une borne supérieure sur la roissane des hauteurs des points Pd lorsque
N tend vers +∞ ave Y . On sait d'autre part qu'il existe des familles de ourbes de
j-invariant borné ([De℄ page 50) pour lesquelles deg(ΦN,E) ≫ N 76 logN e qui donne
une borne inférieure sur la vitesse de roissane des hauteurs lorsque N tend vers +∞
ave Y .
Remarque 4.4. Remarquons nalement que, même à onduteur xé, la onstante
C ′
P
dépend de la ourbe elliptique E et pas seulement du degré de la paramétrisation
modulaire de E. Par ontre, il ne semble pas être possible d'obtenir une estimation
satisfaisante de la taille de C ′
P
par rapport au niveau.
5. Analyse des résultats théoriques et numériques
Après avoir donné quelques valeurs numériques des onstantes en jeu, nous donnons
des résultats expérimentaux illustrant les formules théoriques.
5.1. Quelques valeurs numériques.













régissant le omportement en moyenne des hauteurs des
points de Heegner et de leurs traes (selon les orollaires 3.2, 3.4 et 4.2) pour toutes les





ont été multipliées par 103 pour une meilleure lisibilité. Le rapport entre
la onstante gouvernant le omportement des hauteurs des points et elle donnant elui
des traes donné dans la dernière olonne n'a que peu de sens dans le as d'une ourbe
elliptique de rang 1 ar les points y sont asymptotiquement plus gros que les traes
d'un fateur log Y selon les orollaires 3.4 et 4.2. Il est intéressant de voir que ette
onstante prend à la fois des valeurs plus grandes (les points sont plus gros) et plus
petites (les traes sont plus grosses) que 1.
Remarque 5.1. Si l'on poursuit le alul sur les 200 premières ourbes elliptiques de
onduteur sans fateurs arrés alors on obtient un rapport moyen de 1.5 environ et e
rapport tend à déroître. Il n'y a don pas de raison a priori de roire qu'il soit plus
souvent plus grand ou petit que 1.

































11− 1 0 3.33 17.0 5.11
14− 1 0 1.07 6.39 5.92
15− 1 0 0.904 4.40 4.87
17− 1 0 3.21 11.3 3.52
19− 1 0 3.10 10.2 3.29
21− 1 0 1.21 3.28 2.71
26− 1 0 1.80 7.29 4.03
26− 2 0 5.00 7.29 1.45
30− 1 0 0.621 2.20 3.54
33− 1 0 2.48 6.56 2.64
34− 1 0 5.11 5.67 1.10
35− 1 0 1.95 4.29 2.19
37− 1 1 1.86 10.7 5.75
37− 2 0 5.64 10.7 1.90
38− 1 0 4.70 15.3 3.25
38− 2 0 5.09 5.10 1.00
39− 1 0 1.54 3.75 2.43
42− 1 0 2.30 3.28 1.42
43− 1 1 1.90 9.27 4.87
46− 1 0 3.16 10.6 3.36
51− 1 0 2.12 2.91 1.37
53− 1 1 1.87 7.55 4.02
55− 1 0 2.33 2.85 1.22
57− 1 1 0.923 5.24 5.68
57− 2 0 3.83 3.93 1.02









58− 1 1 1.14 6.80 5.91
58− 2 0 9.47 6.80 0.718
61− 1 1 1.97 6.58 3.33
62− 1 0 4.85 3.18 0.657
65− 1 1 0.593 2.44 4.12
66− 1 0 1.01 2.18 2.15
66− 2 0 2.01 2.18 1.08
66− 3 0 25.2 10.9 0.433
67− 1 0 12.4 15.0 1.20
69− 1 0 2.40 2.18 0.909
70− 1 0 2.49 2.14 0.861
73− 1 0 6.90 8.27 1.19
77− 1 1 1.24 4.26 3.42
77− 2 0 15.4 21.3 1.37
77− 3 0 5.20 6.39 1.23
78− 1 0 4.47 18.7 4.18
79− 1 1 1.97 5.10 2.58
82− 1 1 1.15 4.85 4.19
83− 1 1 1.93 4.85 2.51
85− 1 0 3.00 3.80 1.26
89− 1 1 1.90 4.53 2.37
89− 2 0 10.5 11.3 1.07
91− 1 1 1.09 3.65 3.34
91− 2 1 2.03 3.65 1.79
94− 1 0 4.11 2.12 0.516









on néglige le rle de
Q(N)
P() , qui est de toute façon borné. Ainsi, la taille de








par rapport à 1 reète essentiellement le signe du terme∑
σ∈Gd\{Id}
< P,P σ >Hd .
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Plus γE sera petit, plus e produit salaire sera grand, et, de manière imagée, on pourrait
dire que les points de Heegner sont essentiellement resserés autour d'une même diretion ;
alors que si γE est grand devant 1, ette somme est négative et les points sont élatés
dans l'espae à hd dimensions. On s'attend don, par exemple, à e que la hauteur des
traes (en moyenne) soit supérieure à elle des points sur la ourbe 58B (γE = 0.67), e
qui est illustré par la gure 5. Par ontre, dans le as de la ourbe 37B (γE = 1.34), les
















Fig. 5  Somme des hauteurs des traes et des points sur la ourbe 58B.
5.2. Résultats expérimentaux. Nous avons eetué de nombreux aluls de points de
Heegner et de leurs hauteurs sur diérentes ourbes, à l'aide des logiiels Magma et Pari.
Magma a permis de aluler les points, ou les traes, eux-mêmes (suivant la méthode
de alul exposée dans [DaGr℄), alors que Pari s'est avéré plus rapide pour le alul
diret de la série L intervenant dans la formule de Gross-Zagier. On s'est onentré sur
des ourbes de petits onduteurs (N < 200), ar les algorithmes ont une omplexité en
O(N2). Nous présentons ii ertains des résultats obtenus, pour illustrer notre théorème.
















Fig. 6  Somme des hauteurs des traes et des points sur la ourbe 37B.
5.2.1. Comparaison entre les valeurs expérimentale et théorique de C
P
. Nous ommençons
par omparer les valeurs expérimentales de C
P
à la valeur théorique donnée dans la se-
tion préédente. Ainsi, pour haque ourbe de onduteur sans fateurs arrés plus petit










pour quelques valeurs de Y et la valeur théorique dans le tableau 2. Ainsi, même pour des
disriminants assez grands (2 · 104), la onstante expérimentale est souvent de l'ordre
de 75% de la onstante théorique. On a représenté plusieurs valeurs de Y pour bien
montrer que e rapport augmente toutefois, mais très lentement.
5.2.2. Étude plus ne des ourbes 37A et 37B. Nous allons étudier plus en profondeur
les ourbes 37A et 37B. Ces deux ourbes sont intéressantes pour plusieurs raisons :
elles ont même degré et même onduteur, don devraient avoir même C
P
. La ourbe
37B est de rang 0 alors que la 37A est la ourbe de rang 1 de plus petit onduteur.
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Courbe 6000 13000 20000
11− 1 0.716 0.738 0.750
14− 1 0.707 0.736 0.742
15− 1 0.703 0.723 0.740
17− 1 0.735 0.753 0.764
19− 1 0.718 0.737 0.748
21− 1 0.700 0.731 0.742
26− 1 0.714 0.730 0.744
26− 2 0.682 0.702 0.717
30− 1 0.687 0.703 0.722
33− 1 0.697 0.725 0.736
34− 1 0.707 0.724 0.735
35− 1 0.749 0.764 0.774
37− 1 0.661 0.689 0.704
37− 2 0.805 0.820 0.830
38− 1 0.760 0.775 0.784
38− 2 0.702 0.722 0.733
39− 1 0.713 0.720 0.738
Courbe 6000 13000 20000
42− 1 0.683 0.722 0.735
43− 1 0.678 0.699 0.714
46− 1 0.699 0.720 0.729
51− 1 0.711 0.719 0.737
53− 1 0.690 0.716 0.725
55− 1 0.818 0.821 0.825
57− 1 0.680 0.695 0.705
57− 2 0.774 0.780 0.785
57− 3 0.727 0.738 0.745
58− 1 0.663 0.687 0.703
58− 2 0.808 0.818 0.828
61− 1 0.735 0.752 0.770
62− 1 0.832 0.835 0.847
65− 1 0.752 0.756 0.766
66− 1 0.752 0.773 0.785
66− 2 0.693 0.719 0.734
66− 3 0.671 0.699 0.714
Courbe 6000 13000 20000
67− 1 0.725 0.753 0.763
69− 1 0.795 0.797 0.807
70− 1 0.762 0.774 0.785
73− 1 0.803 0.822 0.834
77− 1 0.709 0.738 0.752
77− 2 0.767 0.791 0.802
77− 3 0.770 0.795 0.806
78− 1 0.722 0.722 0.742
79− 1 0.794 0.823 0.827
82− 1 0.731 0.754 0.763
83− 1 0.786 0.799 0.811
85− 1 0.808 0.820 0.826
89− 1 0.823 0.838 0.844
89− 2 0.800 0.817 0.824
91− 1 0.738 0.748 0.754
91− 2 0.766 0.772 0.778
94− 1 0.996 0.980 0.974
Tab. 2  Rapport entre valeur expérimentale Cexp
P






















0.0107 · Y 3/2 · log Y
Fig. 7  Hauteur des points en moyenne sur les ourbes 37A et 37B.
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La gure 7 représente les sommes des hauteurs des points sur les ourbes 37A et 37B
omparées à la valeur théorique donnée par le orollaire 4.2. Contrairement à e que l'on
avait pour les hauteurs des traes, ii les ourbes ne se supperposent pas du tout, e qui
était prévisible étant donné le tableau i-dessus.
On a en partiulier l'impression que la ourbe 37A est nettement en-dessous de la
37B sans paraître la rejoindre alors que le orollaire 4.2 arme que les hauteurs des
points sur es ourbes elliptiques devraient être les mêmes en moyenne. Cependant, une
analyse plus ne de la diérene entre es deux ourbes montre qu'elle semble être en
Y 3/2 et don que les deux ourbes semblent se rapproher à une vitesse de 1/ log Y
de la ourbe théorique d'équation Y 7→ 0.0107Y 32 log Y e qu'il est malheureusement
diile d'observer dans l'éhelle de disriminants représentée. Autrement dit, on devine




























































où Error est déni en (4.4) et pour tout ε > 0. L'analyse numérique suggère don que le
terme C
P
Y 3/2 dans le développement du orollaire 4.2 est non nul et même de l'ordre
du terme prinipal pour des petits disriminants. Cei suggère également que
(5.1) Error = oε(NY ).
Prouver ela néessite de pouvoir estimer les moyennes mentionnées dans la remarque











Le tableau 3 donne la valeur de δ(Y ) pour plusieurs valeurs de Y . Ainsi, δ(Y ) déroît
Y 2 · 104 4 · 104 6 · 104 8 · 104 10 · 104
δ(Y ) 0.01337 0.01329 0.01328 0.01326 0.01324
Tab. 3  Valeurs numériques de δ(Y ).
très légèrement ave Y et semble se stabiliser. On devine alors que
δ(Y ) = DE + oN,E(1)
HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DES POINTS DE HEEGNER 27
pour une onstante DE . Or, le orollaire 4.2 arme que
δ(Y ) = (C

























2Err1 ar sinon δ(Y ) tendrait plus vite vers 0.
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